MATEMATICKA OLYMPIADA
NA STREDNICH SKOLACH

kategorie A, B,C a P
56. ROCNIK, 2006/2007
http://math.muni.cz/mo

Studenti stfednich skol,
zveme vas k Gcasti v matematické olympiadeé, jejiz soutézni kategorie
A, B, C a P poradame pravé pro vés.
Kategorie A je uréena zaktm maturitnich a pfedmaturitnich ro¢nik,
kategorie B zdkim, kterym do maturity zbyva vice nez 2 roky,
kategorie C zakim, kterym do maturity zbyva vice nez 3 roky,
kategorie P je zaméfena na programovani a je uréena zaktm vsSech ro¢niki.
Podrobnéjsi rozdéleni uvadi nasledujici tabulka:

Priedpokladany skolni rok
ukonceni studia maturitou | kategorie MO

2006/2007 A
2007/2008 A
2008,/2009 B
2009/2010 C

Zéci nizsich ro¢nikf viceletych gymnéazii soutéz v MO spolecné s zaky
zékladnich skol v kategoriich Z6 az Z9. Jim je vénovan zvlastni letak.

Prubéh soutéZe v kategoriich A, B, C: V kategorii A probih4 soutéz ve
tfech kolech (8kolnim, krajském a tstfednim), v kategoriich B a C probiha
ve dvou kolech (8kolnim a krajském).

Skolni kolo ma dvé ¢asti — doméaci a klauzurni. V domaéci éasti na vés
¢eka Sest tiloh, které najdete v tomto letdku. Jejich Feseni (ne nutné vsech)
odevzdejte svému uciteli matematiky do 24. listopadu 2006 (kategorie A)
a do 16. ledna 2007 (kategorie B, C). Ten je opravi, ohodnoti podle stupnice
1 — vyborne, 2 — dobre, 8 — nevyhovuje. Pak je s vami rozebere, vysvétli
vam pfipadné nedostatky a seznami vas se spravnym feSenim, které také
najdete na nasich internetovych strankach. Jestlize budou vase feseni ales-
pon ¢tyr uloh ohodnocena jako vybornad nebo dobra, budete pozvani do
klauzurni €asti skolniho kola. Tam budete ve stanoveném ¢ase samostatné
Tesit dalsi tti dlohy.

Nejlepsi tcastnici skolniho kola budou pozvéni do krajského kola. Tam
budou béhem ¢tyt hodin samostatné resit ¢tyri tlohy. Pti soutézi budou



moci pouzivat skolni MF tabulky a kalkuldtory bez grafického displeje.
O poradi v krajskych kolech soutéze rozhoduje soucet bodu ziskanych za
jednotlivé tlohy, a to 0 az 6 bodi za kazdou z nich. Pokud prvnich n zakt
doséhne stejného poctu bodi, je jejich poradi oznaceno shodné 1.—n. mis-
tem. Podobné se uréi poradi na dalsich mistech. Zadna jina kritéria nejsou
pfipustna.

V kategorii A budou jesté nejlepsi fesitelé krajského kola z celé repub-
liky soutézit v Gstfednim kole, a to za podminek podobnych jako na me-
zinarodni matematické olympiadé, kde béhem soutéze lze pouzivat pouze
psaci a rysovaci potieby. Pravé pro ni se z vitézu tstfedniho kola vybere
druzstvo Ceské republiky.

Prubéh soutéze v kategorii P: Ve Skolnim kole Fesite jen ¢tyfi ulohy
uvedené v tomto letaku. Sva Feseni odevzdate svému uciteli matematiky
do 15. listopadu 2006.

V kategorii P se nekoné klauzurni ¢ast skolniho kola, takze tispésni
fesitelé domacich tloh budou pozvani piimo do krajského kola. Stejné
jako v kategorii A se i v kategorii P kona ustFedni kolo, jehoZ vitézové se
zucastni kazdoro¢ni mezinarodni olympiady v informatice.

Ptedbézné byly stanoveny tyto terminy 56. roéniku MO:

I. kolo II. kolo II1. kolo
(8kolni ¢ast) (krajské) (asttedni)
Kategorie A 5.12. 2006 23.1. 2007  25.3.-28.3. 2007
Kategorie B, C 25.1. 2007 20.3. 2007 —
Kategorie P — 16.1. 2007 28.3.-31.3. 2007

MO poradaji Ministerstvo skolstvi, mlddeZe a télovijchovy CR, Jednota
Ceskijch matematiki o fyziki a Matematicky ustav Akademie veéd Ceské
republiky. Soutéz organizuje ustredni komise MO a v krajich ji fidi kraj-
ské komise MO pii pobockach JCMF. Na jednotlivych gkolach ji zajistuji
jednotlivi ucitelé matematiky, na které se muzete s otdzkami kolem MO
kdykoli obracet.

Reseni soutéznich tiloh vypracujte ¢itelné na listy formatu A4. Kazdou
tilohu zaénéte na novém list& a uvedte vlevo nahofe zahlavi podle vzoru:

Karel Vesely

2. D, gymnazium

Kulaté nam. 9, 62979 Luzany
2006,/2007

B-1-4

Posledni daj je oznaceni ulohy podle tohoto letaku. Znéni dloh ne-
musite opisovat. Nevejde-li se vdm YeSeni na jeden list, uvedte na dalsich
listech vlevo nahofe své jméno a oznaceni tlohy a oéislujte stranky. ReSeni
piSte jako vyklad, v kterém jsou uvedeny vSechny podstatné dvahy tak,
aby bylo moZno sledovat vas myslenkovy postup.



KATEGORIE A

A-1-1
V oboru redlnych ¢isel feste rovnici

4zt — 1223 — 72 + 222+ 14 =0,

vite-li, Ze ma Ctyfi rizné realné kofeny, pricemz soucet dvou z nich je roven
¢islu 1. (Jaromir Simsa)

A-1-2
Kruznice vepsana danému trojuhelniku ABC se dotyka stran BC, C A,
AB po tadé v bodech K, L, M. Ozna¢me P prusecik osy vnitifniho tthlu pti
vrcholu C' s piimkou M K. Dokazte, ze pfimky AP a LK jsou rovnobézné.
(Peter Novotny)

A-1-3
Jsou-li z, y, z redlnd ¢isla z intervalu (—1, 1) spliujici podminku zy +
+ yz + zx = 1, pak plati

67/ (1—2?)(1-y2)(1—-23) <1+ (z+y+2)>

Dokazte a zjistéte, kdy nastane rovnost. (Jaroslav Svrcek)
A-T4
Urdete, pro ktera pFirozend ¢isla n je mozno mnozinu M = {1,2,...,n}

rozdélit a) na dvé, b) na t¥i navzajem disjunktni podmnoZiny o stejném
poctu prvku tak, aby kazda z nich obsahovala také aritmeticky pramér
vSech svych prvki. (Peter Novotny)

A-I-5

V rovineé je dana kruznice k se stfedem .S a bod A # S. Urcete mnozinu
stredt kruznic opsanych vsem trojuhelnikim ABC), jejichz strana BC' je
primeérem kruznice k. (Jirt Dula)

A-1-6
Urcete vSechny funkce f: Z — 7 takové, Ze pro vSechna cela Cisla z, y

plati
f(f(@)+y) =z + fly+2006).

(Petr Karovsky)






KATEGORIE B

B-I-1

Najdéte vSechny dvojice (a,b) celych &isel, jez vyhovuji rovnici
a® + 7ab + 6b% + 5a + 4b + 3 = 0.
(Pavel Novotny)

B-1-2

Je ddna kruznice k s prumérem AB. K libovolnému bodu Y kruznice k,
Y # A, sestrojme na polopiimce AY bod X, pro ktery plati |AX| = |Y B|.
Urcete mnozinu vsech takovych bodd X. (Pavel Leischner)

B-1I-3
Najdéte nejmensi prirozené ¢islo k takové, ze kazda k-prvkova mnozina
trojmistnych po dvou nesoudélnych c¢isel obsahuje aspon jedno prvocislo.
(Pavel Novotny)

B-1-4

V libovolném trojihelniku ABC oznacme T tézisté, D stfed strany AC
a F stied strany BC. Najdéte vSechny pravouhlé trojuhelniky ABC' s pie-
ponou AB, pro néz je ¢tyftuhelnik CDTE tecnovy. (Jan Mazdk)
B-I-5

Najdéte vSechny dvojice (p, q) redlnych &isel takové, Ze mnohoclen z2 +
+ px + q je délitelem mnohoé¢lenu z* + px? + q. (Jozef Moravcik)
B-1-6

Je dana tsecka AAy a pfimka p. Sestrojte trojuhelnik s vrcholem A

vV

(Eva Ridkd)






KATEGORIE C

C-I-1
Uréete vSechny dvojice (a,b) pfirozenych éisel, pro néz plati

a+5Vb=0b+5a.

(Jaroslav Svréek)

C-I-2

Najdéte vSechny trojuhelniky, které 1ze roziezat na lichobézniky se stra-
nami délek 1cm, 1cm, 1cm a 2cm. (Jdn Mazdk)
C-I-3

Najdéte vsechna prirozend cisla, jejichz zapis neobsahuje nulu a méa
nasledujici vlastnost: vynechdme-li v ném libovolnou ¢islici, dostaneme
¢islo, které je délitelem ptuvodniho ¢isla. (Jaromir Simsa)

C-I+4

Je dan lichobéznik ABCD se zakladnami AB a C'D. Ozna¢me F stied
strany AB, F stfed tsecky DFE a G prusecik tsecek BD a CE. Vyjadrete
obsah lichobé&zniku ABC'D pomoci jeho vysky v a délky d tsecky F'G za
predpokladu, ze body A, F', C lezi v piimce. (Jan Mazdk)

C-I-5
Zjistéte, pro které prirozené ¢islo n je podil

33000
(n—4)(n+1)

a) co nejvétsi, b) co nejmensi prirozené ¢islo. (Eva Ridkd)

C-1-6

Je dan ostrothly trojihelnik ABC, v némz D je pata vysky z vrcholu C
a V priseéik vysek. Dokazte, Ze |AD| - |BD| = |AB| - |V D|, préavé kdyz
|CD| = |AB|. (Jaroslav Zhouf)



KATEGORIE P

Reseni kazdého ptikladu musi obsahovat podrobny popis pouzitého algoritmu, zdd-
vodnéni jeho spravnosti a diskusi o efektivité zvoleného FeSeni (tzn. posouzeni ¢asovych
a pamétovych narokt programu).

V tlohach P-I-1, P-1-2 a P-I-3 je tieba k FeSeni pfipojit odladény program zapsany
v jazyce Pascal, C nebo C++. Program se odevzdéava v pisemné formé (jeho vypis je tedy
soucasti Feseni) i na disketé&, aby bylo mozné otestovat jeho funkénost. Slovni popis Feseni
musi byt ovSem jasny a srozumitelny, aniz by bylo nutno nahlédnout do zdrojového
textu programu. V uloze P-I-4 je nutnou soucasti feseni program pro grafomat.

Reseni tloh doméciho kola MO kategorie P vypracujte a odevzdejte nejpozdéji
do 15.11. 2006. Vzorova feseni uloh naleznete po tomto datu na Internetu na adrese
http://mo.mff.cuni.cz. Na stejném misté jsou stale k dispozici veskeré aktualni infor-
mace o soutézi a také archiv soutéznich uloh a vysledk minulych ro¢niku.

P-I-1 Pizza kolem

Marco se rozhodl, ze zuzitkuje své kulinaiské i cyklistické dovednosti
a zalozi si firmu pro vyrobu a rozvoz pizzy. Firmu planuje provozovat
tak, Ze vzdy nejdfive bude shromazdovat objednavky, a kdyz jich bude
dostatek, tak pizzy upece, sedne na kolo a rozveze je zadkazniktim. Protoze
Marco je lepsi cyklista nez kuchar, tak zatim ve své nabidce planuje pouze
jeden druh pizzy. Aby se ale odli$il od konkurence, tak pfijima objednavky
i na Sestinové ¢asti pizzy. Lze si u néj objednat napiiklad 1/6, 4/6 nebo
15/6 pizzy. Navic, jako specidlni sluzbu zdkaznikim, chce Marco pizzy
pro kazdého zdkaznika dodat co nejméné rozfezané (aby si zdkaznik sam
mohl rozhodnout, jak si ddle pizzu rozdéli). Proto napiiklad 4/6 pizzy
chce dodat jako jeden kus ptislusné velikosti a 15/6 chce dodat jako 2 celé
pizzy a k nim jednu polovinu pizzy (Marco chce také dodat co nejvice
pizz vcelku, takZe uspokojeni této objednavky tifemi kusy velikosti 5/6
nepfipadéd v Gvahu).

A7 kdyz Marco vsude rozdal letaky propagujici jeho novou firmu, tak si
uvédomil, Ze diky jeho specialni sluzbé zakazniktim neni jednoduché zkom-
binovat objednéavky tak, aby mu moc kust pizzy nezbylo. Obratil se proto
na vas, abyste mu napsali program, ktery by mu s problémem pomohl. Pro
zacatek by mu stacil program, ktery na vstupu dostane objednévky a na
vystup vypise, kolik pizz ma Marco napéct.

Format vstupu: Na prvnim fadku vstupniho souboru pizza.in se na-
chézi celé ¢islo N, 1 £ N < 10000 — pocet objednavek. Ve vstupnim
souboru pak nasleduje N radkt. Kazdy radek popisuje jednu objednavku
a obsahuje jedno celé ¢islo ¢, 1 < ¢ < 100, které je poéet objednanych
Sestin pizzy.

Formdt vystupu: Vystupni soubor pizza.out bude obsahovat jedno
celé cislo p, které zna¢i nejmensi mozny pocet pizz, které je tfeba upéct,
aby §lo splnit vSechny objednavky a byla dodrzena specialni sluzba zékaz-
nikdm.



Priklad 1:

pizza.in pizza.out

3 2

2 (z jedné pizzy lze napiiklad ufiznout dva kusy o velikosti
2 2/6 a z druhé pizzy se ufizne kus velky 3/6)

3

Priklad 2:

pizza.in pizza.out

3 3

4 (kvtli pozadavku na dodéni co nejméné roziezanych
) kouski pizzy je tfeba pro kazdou objednavku upéct ce-
3 lou pizzu)

P-1-2 Zasypané mésto

Archeolog Bedfich Hrozny zkoumé nové nalezené zasypané meésto
v pousti. Jako prvni krok se rozhodl, ze pomoci sonaru uréi, kolik mistnosti
mély vSechny domy ve mésté dohromady.

Kus pousté, kde mésto lezelo, si Bedrich pokryl ¢tvercovou siti o roz-
mérech M x N. Se sonarem postupné projel vsechny radky takto vytvorené
Ctvercové sité a sva méfeni si zaznamenal. Pro jednoduchost predpokla-
dal, Ze pod kazdym polem této sité se nachézi bud kameni, nebo pisek.
Na zakladé ziskanych dat by rad uréil, kolik mistnosti (souvislych oblasti
pisku) v zasypaném mésté bylo.

Soutézni uloha. Na vstupu je dan popis zasypaného mésta, které si
predstavujeme jako étvercovou sit o rozmérech M x N. Policka ¢tvercové
sité jsou popsana po fadcich od horniho ke spodnimu a na jednotlivych
fadcich postupné zleva doprava. Bedfich si sva méfeni zapsal pomoci dvo-
jic ¢isel, kde prvni ¢islo znamené pocet policek s piskem a druhé pocet
policek s kamenim. Data ziskana ze sonaru tedy tvotri K dvojic nezdpor-
nych éisel (p, ¢). Dvojice (p, ¢) reprezentuje, Ze z nésledujicich p+ g poli¢ek
je prvnich p poli¢ek tvoreno jen piskem a zbylych g policek je tvoreno ka-
menim. Kazdy tsek takovychto p + ¢ polic¢ek lezi pouze v jednom fadku
Ctvercové sité, tj. zadna dvojice (p, q) neodpovida tseku poli¢ek na dvou
¢i vice radcich.

Vasim tkolem je spocitat pocet mistnosti v zasypaném mésté. Mist-
nosti se rozumi souvisld oblast pisku, kterd uz v zadném sméru nejde
zvétsit. Dvé policka ¢tvercové sité povazujeme za sousedni, pokud maji
spole¢nou hranu, nikoliv jen vrchol.

Formdt vstupu: Na prvnim fadku souboru mesto.in se nachazeji tii
nezaporna ¢isla M, N a K — pocet fadki a sloupct ¢tvercové sité mésta
a pocet dvojic, které popisuji jeji obsah. Je zndmo, ze M i N jsou mensi nez
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50000 a ze K je mensi nez 1 000 000 000. Kazdy z dalsich K radkia obsahuje
dvé nezdpornd ¢isla p a q, kde p je pocet policek zasypanych piskem a ¢ je
pocet policek, pod kterymi jsou kameny. Policka jsou popsana po radcich
od horniho fadku sité, na jednotlivych fadcich zleva doprava. Navic zadna
dvojice (p, ¢) nepopisuje policka obsaZena na vice Fadcich.

Pokud se Vam nepodaii vytesit tlohy s vySe popsanymi omezenimi
na M, N a K, pfedpokladejte, ze kazdé M a N jsou nejvyse 500 a K je
nejvyse 100 000.

Format vystupu: Jediny fadek souboru mesto . out by mélo tvofit jediné
nezdporné cislo — pocet mistnosti v zasypaném meésté. Vsimnéte si, ze
pokud pod vSemi policky je jen kameni, bude toto ¢islo rovno nule.

Priklad:

mesto.in mesto.out

447 3

04

21 EREN ERER

10 || 2 1 A B

02 HEN BN 1 N N

11 (] 0 3 [ ]

01 Zasypané mésto  Zasypané mésto, Mistnosti

30 B kameni jak ho vidi sonar zasypaného mésta
O pisek oznacené A, B, C.

P-I-3 Okruzni jizda

Ve Stinové Praze je komplikovany dopravni systém. Tvoii ho kfizo-
vatky, navzdjem propojené ulicemi, ale na rozdil od redlné Prahy muze
do jedné kfizovatky vést libovolny pocet ulic. Zajisté chapete, ze Fizeni
dopravy ve Stinové Praze je velmi slozité a ¢asto dochazi k nehoddm.
Radni ve Stinové Praze se rozhodli zlepsit dopravni situaci. Nejprve ze
v8ech ulic udélali jednosmérky, a to tak, ze do kazdé kiizovatky vchézi
alespon jedna ulice a z kazdé kfizovatky vychazi alespon jedna ulice. Pak
navic na kazdé kfizovatce zakdzali jednu moZnost odbodeni (tedy pred
touto zménou se kfizovatka, do niz vede k ulic a z niz vede [ ulic, dala
projet kl zpisoby; nyni je mozné ji projet jen kl — 1 zpusoby). Stinovi
Prazané si ale zacali stéZzovat, ze se nedokazou dostat z domu do prace
¢i naopak. Aby podobnd tvrzeni vyvratili, rozhodli se radni dokéazat, Ze
se da z kazdé ulice dostat do kazdé jiné. Délat to pro kazdou dvojici ulic
zvl4st by bylo pracné, proto cht&ji nalézt ,okruzni jizdu® — tj. cyklickou
posloupnost ulic takovou, ze vSechna odboceni v ni jsou povolena, nikde
se v ni nejede v protisméru a kazda ulice se v ni vyskytuje pravé jednou.
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Vsimnéte si, ze takova posloupnost nemusi existovat: napf. pokud existuje
kfizovatka, do které vede méné ulic, nez kolik z ni vychazi.

Formadt vstupu: Na prvnim fadku vstupniho souboru okruh.in jsou
dvé prirozend cisla n a m, udavajici pocet kiizovatek a pocet ulic ve
Stinové Praze. Kfizovatky jsou ocislovany prirozenymi Cisly od 1 do n.
Nasledujicich m fadki popisuje ulice. Na kazdém z nich je dvojice ¢isel u
av (1 = u,v < n), znamenajici, Ze z kiizovatky u vede jednosmérnd ulice
do kfizovatky v. Mezi dvéma kiizovatkami mutze vést v kazdém smeéru
nejvyse jedna ulice. Dale nasleduje n radkd, i-ty z nich popisuje, jaké od-
boceni je zakazano na i-té kiizovatce. Jsou-li na i-tém fadku ¢isla u a v
(1 £ u,v £ n), pak jedeme-li po ulici z u do ¢, nesmime odbo¢it do ulice
z 1 do v.

Formdt vystupu: Do vystupniho souboru okruh.out vypiste posloup-
nost éisel v1, va, ..., Uy (1 £ v; £ n pro kazdé i) takovou, ze:

> z v; do viq1 (pro 1 <4 < m) vede ulice,

> jedeme-li ulici z v; do v;+1, je povoleno odbo¢it do ulice z v;4+1 do v;42
(prol<i<m), a

> kazda ulice je pouzita, tj. existuje-li ulice z v do v, pak existuje i tak,

7Ze U = U a Vj+1 = 0.

Indexy pocitame cyklicky, tj. vm41 = v1 & V2 = v2. Pokud existuje vice
takovych posloupnosti, vypiste libovolnou z nich. Pokud takova posloup-
nost neexistuje, vypiste fetézec ,,0kruzni jizda neexistuje.“.

Priklad 1:
okruh.in okruh.out (jeden ze spravnych vystupii)
48 12342413
12
23
31
34
13
42
24
41
42
14
21
31
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Priklad 2:

okruh.in okruh.out

33 Okruzni jizda neexistuje.
12

23

31

32

13

21

P-I-4 Grafomat

Grafem nazveme libovolnou kone¢nou mnozinu V' vrcholi grafu spolu
s mnozinou E hran, coZ jsou neuspofddané dvojice vrcholéi. Zadné dva
vrcholy nejsou spojeny vice hranami, zaddnd hrana nespojuje vrchol se
sebou samym.

K-graf budeme fikat takovému grafu, ve kterém s kazdym vrcholem
sousedi pravé K hran a konce téchto hran jsou ocislovany pfirozenymi ¢isly
od 1 do K. Oba konce jedné hrany pritom mohou byt o¢islovany rtzné. Po-
kud budeme hovotit o hranach vychézejicich z néjakého vrcholu v, budeme
zmitiovat mistni ¢isla hran (to jsou ¢isla konce, kterym je v) a ¢isla protéjsi
(to jsou ta zbyvajici). Pro kazdy vrchol jsou mistni ¢isla vSech jeho hran
navzajem ruznd. Nasledujici obrazek ukazuje priklad 2-grafu a 3-grafu:

Ohodnocenim grafu nazveme pfifazeni prvka néjaké kone¢né mnoziny
vrcholiim grafu — tedy napfiklad rozdéleni vrchold na ¢erné a bilé nebo
oznaceni vrcholi ¢isly od 1 do 5.

Grafomat je zafizeni pro automatické feseni grafovych tloh. Jeho vstu-
pem je libovolny K-graf G spolu s jeho ohodnocenim; vystupem je néjaké
dalsi ohodnoceni téhoz grafu. Samotny vypocet je vykonavan automaty
umisténymi v jednotlivych vrcholech grafu. Kazdy automat méa svou pa-
mét a Fidi se programem. Programy vsech automati jsou identické, zatimco
pamét m4 kazdy automat svoji a mimo to jesté muze nahlizet do paméti
svych grafovych sousedu.
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Pamét automatu je tvofena koneénym mnozstvim proménnych, které
si muzeme predstavit jako pascalské proménné typu interval. Obsahuji
tedy prirozena ¢isla v néjakém pevném rozsahu, ktery nezavisi na velikosti
vstupu. Mimo to je také mozné pouzivat pole intervalovych proménnych,
jejichZ indexy jsou opét z pevnych intervalit. Zadné jiné typy proménnych
(neomezené velks ¢isla, ukazatele, . ..) pouzit nelze.

Zvl1astni roli hraji proménné z a y. Proménna x na pocatku vypo-
¢tu obsahuje vstupni ohodnoceni toho vrcholu grafu, ke kterému patii,
hodnota proménné y na konci vypoctu uréi vystupni ohodnoceni vrcholu.
Vsechny proménné s vyjimkou proménné x maji svou poc¢atecni hodnotu
pevné urcenu. Deklarace proménnych vypada napriklad takto:

var x: 1.
y: 1.

; { ¢islo od 1 do 5, na poléatku vstup }
= 3; { ¢islo od 1 do 5, na pocatku 3,

na konci vystup }
z: array [1..2] of 3..4 = (3, 4); { pole dvou &isel }

.5
.5

Ridici program automatu si miiZzeme piedstavit jako pascalsky pro-
gram, v némz si zakazeme pouzivat rekurzi a ktery bude manipulovat
pouze s proménnymi v paméti automatu a pripadné i automati soused-
nich. Na své vlastni proménné se automat odkazuje jejich jmény, jako by
to byly obycejné pascalské globalni proménné, na proménné sousedi pak
konstrukei S[i].p. Zde i je celoéiselny vyraz s hodnotou 1... K, jenz znaci,
o kolikatého souseda se jedna, tedy mistni ¢islo hrany, kterou je soused
pfipojen; p je jméno libovolné proménné. Proménné sousedt je mozné
pouze dist.

Aby mohl program davat do souvislosti své hrany s hranami svych

vvvvvv

Vyraz S[i].S[Pli]].x je tedy totéz jako samotné z. (Pozor, zatimco druhé
S je odkaz na proménnou pat¥ici sousedovi, proménna P v indexu je opét
mistni.)

Vypocet grafomatu probihd v taktech, a to nasledovné: V nultém taktu
se proménné vSech automatti nastavi na pocatecni hodnoty a proménné x
na vstupni ohodnoceni jednotlivych vrchola. V kazdém dalsim taktu se pak
vzdy jednou spusti program kazdého automatu, pficemz proménné svych
sousedl vidi program ve stavu, v jakém byly na zacatku taktu. Ackoliv
tedy jednotlivé automaty bézi souCasné, nemize se stat, ze by jeden Cetl
z proménné, do které pravé druhy zapisuje.

Vypocet pokracuje tak dlouho, dokud v néjakém taktu vSechny auto-
maty neprovedou piikaz stop. Pak se vypocet zastavi a z proménnjch y
grafomat prec¢te vystupni ohodnoceni grafu. Pokud piikaz stop provedou
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jen nékteré automaty, vypocet pokracuje, a to i na téchto automatech.
Struktura grafu, jakoz i obsah proménnych P zistava po celou dobu vy-
poctu konstantni.

Za casovou sloZitost vypoctu budeme povazovat pocet taktl, které
ubéhnou do zastaveni. Nijak tedy nezavisi na rychlosti programt jednot-
livych automat®. Podobné jako u Casové slozitosti klasickych algoritmu
nebudeme hledét na multiplikativni konstanty a bude nés zajimat pouze
asymptotické chovani slozitosti, tedy zda je linedrni, kvadraticka, atd. P¥i-
pady, kdy vypocet neskonci, nebudeme pripoustét, pro uplnost ale do-
dejme, ze tehdy se nutné musi hodnoty proménnych periodicky opakovat.

Priklad 1: Je dén 3-graf a v ném vyznacen jeden vrchol v, a to tak,
ze jeho proménné x bude inicializovana jednickou, zatimco vSem ostatnim
vrcholiim nulou. Napiste program pro grafomat, ktery oznaci vSechny vr-
choly z vrcholu v dosazitelné po hranach, a to tak, Ze jejich proménnéa y
bude na konci vypoctu rovna jedné, zatimco u nedosazitelnych vrchola
bude nulova.

Resent: Inspirujeme se prohledévanim grafu do siiky. V kazdém taktu
se kazdy vrchol podiva, zda néktery z jeho sousedd je jiz oznacen a po-
kud ano, také se sam oznaci. Pokud se oznaceni nezméni, vrchol volanim
stop souhlasi se zastavenim. Pribéh vypoctu tedy bude vypadat tak, ze
v i-tém taktu budou oznaceny ty vrcholy, jejichZ vzdalenost od v je mensi
nebo rovna i. Vypocet zastavi, jakmile se hodnoty proménnych pfestanou
meénit, tj. po nejvyse N taktech. Proto je ¢asova slozitost naseho programu
linedrni v poétu vrchold (na rozdil od klasického priichodu do $itky nezavisi
na poctu hran).

Program vypada nasledovné:

var x: 0..1; { byl vrchol oznalen ve vstupu? }
y: 0..1 = 0; { je oznacen ted? }
prev: 0..1 = 0; { pfedchozi stav }
i: 1..3;
begin
prev :=y; { zapamatujeme si, jestli uZ byl oznalen }
if x=1 then y := 1; { pfeneseme oznaleni ze vstupu }
for i := 1 to 3 do { podivejme se na vSechny sousedy }
if S[i]l.y <> O then { je-1li i-ty soused oznalen, }
y = 1; { oznal i sebe sama }

if y = prev then stop; { pokud se nic neméni,
miZeme kon&it }
end.
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Priklad 2: Mé&jme 2-graf slozeny z jediného cyklu sudé délky (tj. z vr-
cholu ocislovanych 0... N — 1, pficemz vrchol ¢ je spojen hranou ozna-
¢enou 1 s vrcholem (i + 1) mod N a hranou oznacenou 2 s vrcholem
(i — 1) mod N; piiklad takového grafu pro N = 6 najdete na obrizku
na zacatku tohoto textu). V tomto grafu je vyznacen jeden vrchol v. Na-
piste program pro grafomat, ktery oznaci vrchol protilehly k v, tedy vrchol
s ¢islem (v + N/2) mod N.

Resent: Vysleme ,signal“ putujici z vrcholu v ve sméru jednickovych
hran rychlosti 1 vrchol za takt a druhy signdl putujici stejnou rychlosti
opa¢nym smérem. Jakmile néjaky vrchol zjisti, ze do néj prisly oba signaly,
oznadi se a signaly jiz dal nepredava.
vstupni znacka u vrcholu }

var x: 0..1; {
= 0; { vystupni znacka }
{

y: 0..1
1, p: 0..1 = 0; uz timto vrcholem proSel signal
doleva a doprava? }
begin
if x=1 then { za¢indme posilat }

begin 1 := 1; p :=1; end;
if (S8[2].1=1) and (S[1].p=1) then
{ signaly se v tomto vrcholu potkaly }
begin y := 1; stop; end
else if (S[2].1=1) and (1=0) then 1 := 1
{ pfedame signal doleva }
else if (S[1].p=1) and (p=0) then p := 1
{ ptedame signal doprava }
else stop; { nic se nedé&je => miZeme koniit }
end.

Soutéini uloha. Napiste program pro grafomat, ktery v zadaném
3-grafu s vyznacenymi dvéma vrcholy nalezne nejkratsi cestu vedouci mezi
nimi a vyznaci vrcholy lezici na této cesté. Mizete predpokladat, ze cesta
vzdy existuje. Pokud je nejkratsich cest vice, vyberte si libovolnou z nich.

Vstup bude tvofen proménnou z, kterd bude v prvnim ze zadanych vr-
chold rovna jedné, v druhém dvéma a ve vSech ostatnich vrcholech nulova.

Vystupem programu bude proménna y ve vrcholech nejkratsi cesty
jednickové, jinde nulova.

Pokuste se nalézt takovy program, jehoz ¢asova slozitost bude zaviset
pouze na délce sestrojené cesty a ne na velikosti celého grafu.
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