ULOHY DOMACIHO KOLA
56. ROCNIKU MATEMATICKE OLYMPIADY
PRO ZAKY STREDNICH SKOL

KATEGORIE A

. V oboru reélnych ¢isel feste rovnici
4o —122° — T2? + 222 + 14 = 0,

vite-li, Ze m4 Ctyri ruzné redlné kofeny, pfi¢emz soucet dvou z nich je roven ¢islu 1.
(Jaromir Simsa)

. KruZnice vepsand danému trojihelniku ABC se dotyka stran BC, C'A, AB po tadé v bodech
K, L, M. Oznatme P prusecik osy vnitiniho tthlu pii vrcholu C' s pfimkou M K. Dokazte, Ze
piimky AP a LK jsou rovnobézné. (Peter Novotny)

. Jsou-li z,y, 2 redlnd ¢isla z intervalu (—1, 1) spliujici podminku zy + yz + z2 = 1, pak plati

6¢/(L—a?)(1—y?)(1~-22) <1+ (z+y+2)°

Dokazte a zjistéte, kdy nastane rovnost. (Jaroslav Svrcek)

. Urcete, pro kterd prfirozena ¢isla n je mozno mnozinu M = {1,2,...,n} rozdélit

a) na dvé, b) na t¥i

navzajem disjunktni podmnoziny o stejném poctu prvki tak, aby kazda z nich obsahovala také
aritmeticky primér vSech svych prvki. (Peter Novotny)

. V roviné je ddna kruZnice k se sttedem S a bod A # S. Uréete mnozinu stied kruznic opsanych
vem trojihelnikim ABC, jejichz strana BC' je prumérem kruZnice k. (Jirt Dula)

. Urcete v8echny funkce f: Z — 7Z takové, ze pro viechna celd ¢isla x, y plati

f(f(x) +y) =2+ f(y +2006).

(Petr Kartiovsky)

KATEGORIE B
. Najdéte vSechny dvojice (a,b) celych ¢isel, jez vyhovuji rovnici
a® + 7ab + 66> + 5a + 4b + 3 = 0.

(Pavel Novotny)

. Je ddna kruznice k s primérem AB. K libovolnému bodu Y kruznice k, Y # A, sestrojme na
polopiimce AY bod X, pro ktery plati |AX| = |V B|. Uréete mnozinu vSech takovych bodia X.
(Pavel Leischner)

. Najdéte nejmensi prirozené Cislo k takové, ze kazda k-prvkova mnozina trojmistnych po dvou
nesoudélnych ¢isel obsahuje aspon jedno prvocislo. (Pavel Novotny)
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. V libovolném trojihelniku ABC' oznacme T tézisté, D stied strany AC a E stied strany BC.
Najdéte viechny pravothlé trojihelniky ABC s preponou AB, pro néz je ¢tyrfuhelnik CDTE
te¢novy. (Jan Mazdk)

. Najdéte viechny dvojice (p,q) redlnych ¢isel takové, ze mnohoclen z2 + px + ¢ je délitelem
mnohoclenu z* + pz? + q. (Jozef Moravéik)

v

a stied kruZnice opsané lezi na p¥imce p. (Eva Ridkd)

KATEGORIE C
. Urcete v8echny dvojice (a,b) pfirozenych ¢isel, pro néz plati
a+5Vh=b+5a.

(Jaroslav Svréek)

. Najdéte vSechny trojihelniky, které lze roziezat na lichobézniky se stranami délek 1cm, 1cm,
lcm a 2cm. (Jan Mazdk)

. Najdéte vSechna prirozena Cisla, jejichZ zapis neobsahuje nulu a ma nasledujici vlastnost: vynecha-
me-li v ném libovolnou ¢islici, dostaneme ¢islo, které je délitelem ptavodniho ¢isla.
(Jaromir Simsa)

. Je dan lichobé&znik ABCD se zdkladnami AB a CD. Oznatme E stfed strany AB, F' stied
usecky DFE a G prusecik isecek BD a C'E. Vyjadrete obsah lichobézniku ABCD pomoci jeho
vysky v a délky d tsecky F'G za predpokladu, Ze body A, F', C lezi v pfimce. (Jan Mazdk)

. Zjistéte, pro které prirozené ¢islo n je podil

33000
(n—4)(n+1)

a) co nejvétsi, b) co nejmensi pFirozené &slo. (Eva Ridkd)

. Je dan ostrothly trojuhelnik ABC, v némz D je pata vysky z vrcholu C a V prusecik vysek.
Dokazte, 7e |AD|-|BD| = |AB| - |V D|, pravé kdyz |CD| = |AB]. (Jaroslav Zhouf)



